Chapitre 14 - Correction des exercices

Exercice 1: Les polynomes constants sont solutions de cette équation.

Cherchons des solutions de degré supérieur a 1.

Analyse : Supposons qu’il existe P € K[X] de degré supérieur a 1 et solution de Po P = P.
Alors, deg(P o P) = deg(P).

Or, deg(P o P) = deg(P)%. Donc deg(P)? = deg(P) donc deg(P) = 1.

Dou P =ap+ a1 X avec ag € K et a1 € K*.

PoP=ag+a1P=ag+ai(ap+ a1 X)=ag+ajap +aX.

D’ou ag + ajag + a%X =ap+a1X. Dou { Z? + Zlao — . D’ou { ZO - (1] Conclusion : P = X.
1 = al 1=

Synthese : P = X est solution du probléme.
Finalement, l’ensemble des solutions est {X} U {a,a € K}.

Exercice 2: On va utiliser que (1 + X)?" = ((1 + X)”)Q.
Par le bindme de Newton :

1+X) = i <21_:‘) X
1+XxX)".1+Xx)" = <Zn: <Z> Xk) 2

k=0
On va identifier les coefficients devant X™ dans ces deux polyndmes.

N . 2n
Dans la premiere écriture, le coefficient est .
n

n n 2
n n n
Dans la deuxieme écriture, le coefficient est g < k> < k:> = < l<;> .
n —
k=0 k=0

n 2
2
Par unicité des coeflicients, on obtient que Z (Z) = ( n)
k=0

Exercice 3:
1. On trouve Q =2X2%2 +3X + 11 et R = 25X — 5.
2. On trouve Q = X?+ 1 et R = X2.
3. On trouve Q = X2+ (1 -2i)X —2—3iet R=—5—1i.

Exercice 4: Soit P € K[X]. Soit (a,b) € K? avec a # b.

1. Le théoreme de la division euclidienne dans K[X] affirme qu’il existe 2 polynomes @ et R tels que

{ P=(X-a)(X-b)Q+R
deg(R) < 2

J(c,d) € K?, R=cX +d. La premiere ligne devient
P=(X-a)(X-b0)Q+cX+d

On cherche a déterminer ¢ et d donc on a besoin de 2 équations. On évalue P en a et en b

o — P@-P®)
{P(a)zca—f—d N a—b P Plh
P(b) =cb+d d:P(b)—cb:P(b)—(a)_b()xb
a —
Le re?;ce dansplab division eucli(%;enne e]sjt lgionc
o P@ZPO) Pl P,
a—2>b a—>
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Chapitre 14 - Correction des exercices 2

2. Le théoréme de la division euclidienne dans K[X] affirme qu’il existe 2 polynomes @ et R tels que

{ P=(X-a)?Q+R
deg(R) < 2

J(c,d) € K?, R=cX +d. La premiere ligne devient
P=(X-0a)?Q+cX+d

On évalue en a et on obtient P(a) = ca+ d. Il nous faut une autre équation, on va s’intéresser au polynéme
dérivé de P.

P =2(X —a)Q+ (X —a)’Q +c
On évalue en a et on obtient P’'(a) = ¢. Nos deux équations sont donc

P(a) =ca+d c¢= P'(a)
{ P'(a)=c <:>{ d = P(a) — ca = P(a) — P'(a)a

Le reste dans la division euclidienne est donc
R = P'(a)X + P(a) — P'(a)a = P'(a)(X — a) + P(a).

Exercice 5: Le théoreme de la division euclidienne dans K[X] affirme qu'il existe 2 polynémes Q et R tels que

X"42X -2=(X-1)2Q+R
deg(R) < 2

J(c,d) € K2, R=cX +d. La premicre ligne devient
X"4+2X —2=(X-1)2Q+cX +d

On cherche a déterminer ¢ et d donc on a besoin de 2 équations. On évalue en 1 et on obtient 1 = ¢ + d. Il nous
faut une autre équation, on va s’intéresser au polynome dérivé de P.

nX" 1 42=2(X -1)Q + (X —1)°Q +¢
On évalue en 1 et on obtient n 4+ 2 = ¢. Nos deux équations sont donc

l=c+d N c=n+2
n+2=c d=1—-c=-n—-1

Le reste dans la division euclidienne est donc R = (n 4+ 2)X —n — 1.

Exercice 6:
1. VO e R, Vn € N, (cos(f) + isin(#))™ = cos(nf) + isin(nb).
2. Le théoréme de la division euclidienne dans R[X] affirme qu’il existe 2 polynémes Q et R tels que

{ (cos(f) + X sin(9))" = (X2 +1)Q + R
deg(R) < 2

J(c,d) € R?, R =cX + d. La premiere ligne devient
(cos(f) + X sin(0))" = (X>+1)Q +¢X +d
On cherche & déterminer ¢ et d. On va évaluer en i.

(cos(f) +isin(h))" = ci+d
cos(nf) +isin(nf) = ci+d

Par unicité de Iécriture algébrique, on a ¢ = sin(nf) et d = cos(n#). Le reste dans la division euclidienne
est R = sin(n#)X + cos(nb).
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Chapitre 14 - Correction des exercices 3

Exercice 7: Notons Q = 2X? — 3X + 1 de sorte que P = Q(X?).
Les racines de @ sont 1 et 1 . Donc Q@ =2(X — 1)(X — %)

Donc P = 2(X2% — 1)(X2 — §) 2(X — 1)(X +1)(X — L

)X+ ;

vl

Exercice 8: Les racines de P = X% + 1 sont les racines 4-itme de —1. En regroupant les racines conjugués, on
obtient :
P=X"+1=(X?-V2X+1)(X?+V2X +1)

Notons Qs = X? —.X +1 de SOIjte que Q@ = Q2(X?). Les racines de Q2 sont HT\/EI —e3 et 1= f‘ —e 3.
D’ou Qo = (X —elﬁW) (X — e_%r) et donc

Q= (X2 —e%r> <X2 —e_%r) = (X —e%r> <X+e%r) (X+e_%r) (X—e_%r) )
En regroupant les racines conjuguées,
Q=X'"—X?4+1=(X? - V3X +1)(X2+V3X +1)

Les racines de R = X° + 1 sont exactement les racines 5éme de —1. On connait une de ces racines (qui est —1)
. 2ikm 4dikm 6ikm 81k7‘r
donc 'ensemble des racines de R sont {—1;—e" 5 ;—e 5 ;—e 5 ;—e 5 } d'ou

4ikm 6ikm 8ikm

5 )J(X+e s )(X+es ).

XP4l=(X+1)(X+e 5 )(X+e

On regroupe les facteurs associés a des racines conjuguées pour obtenir sa factorisation dans R[X].

XP4+1=(X+1) <X2+2cos<25>X+ ><X2+2cos<45>X+ >

Notons Sy = X?+ X +1 = e — (X ) de sorte que S = So(X?). Dot S = (X?* —5)(X*—j2). On détermine
les racines 4-iemes de j = e 5” t j2 = 7% afin de factoriser le polynome.
im 4im Tim 10im im 4im Tim 10im
S = <X—ef) (X —eT) (X—eT> <X—eT> (X —e_F) (X —e_T) (X —e_T) (X—e_T>
i.e.

S=(X>+X+1)(X> - X+ 1)(X2+V3X +1)(X?>—V3X +1)

Exercice 9: Soit P = X3 + X2 - 8X — 12.
Les racines de P’ = 3X2+2X —8 sont —2 et %. Or —2 est également racine de P. Donc (X +2)2|P. En factorisant
a l'aide de la division euclidienne, on obtient P = (X + 2)(X — 3).

Exercice 10:

P =01+))" - -1=(-)"-j-1=-2-j-1=0
Donc, j est une racine de P.

2. On cherche ensuite leur multiplicité. P’(0) # 0, P'(—1) # 0 et P'(j) = 0. Donc, 0 et —1 sont racine de
multiplicité 1.
P"(j) # 0 donc j est racine de multiplicité 2.
On connait donc 4 des 6 racines de P.

De plus, P est & coefficients réels donc j est aussi racine de P de multiplicité 2.
On a donc les 6 racines de P. D'ott, P = 7X(X +1)(X —j)?(X = j)? = 7X(X + 1)(X? + X +1)2.
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Chapitre 14 - Correction des exercices 4

Exercice 11: Soit n € N, et soit P, = nX""? — (n+2)X" " + (n+2)X —n. On montre que P, (1) =0, P/(1) =0
et P”(1) = 0 donc 1 est une racine de P de multiplicité au moins 3. D’ou P peut se factoriser par (X — 1)3.

Exercice 12: Soit P = X3 + pX + ¢ € C[X].

1. Soit a € C.
« est racine multiple de P ssi P(a) = P'(a) = 0ssi a® = —pa—q et 30> = —p ssi a? = —% et 2pa+3q = 0.

2. Cas p=0. Si p=0 alors P’ = 3X2. Dans ce cas, 0 est la seule racine multiple possible. Il se trouve que 0
est racine de P si et seulement si ¢ = 0.
L’équivalence est vérifiée : P possede une racine multiple si et seulement si 4p> + 27¢%> =0

Cas p # 0. P possede une racine multiple si et seulement si 3o € C, o? = —% et 2pa+3q = 0 si et seulement
sidaeC,a?=-Feta= —;’—Z si et seulement si % = —& si et seulement si 4p* 4 27¢* = 0.

Exercice 13: On a z1x913 = (—1)3@ =28 et x1 + 29+ 23 = &
as as

= 8.

On sait également que x3 = 1 + x2. On a alors

T1+ 22+ 23 =22x3=28 r3 =4 1 +x9 =4
donc donc
T1X2X3 = 28 1T = 7 1T = 7

Donc z1 et x2 sont racines du polynémes @Q = X? —4X +7. A =16 — 28 = —12. Les racines du polynomes Q

M_H 3 e ;ﬁ_2— 3.

sont
Les racines de P sont donc 2 — iv/3, 2 +iv/3 et 4.

Exercice 14: Soit n € N*. Les racines n-iemes de 'unité sont les racines de X" — 1. D’apres les relations
coefficients /racines, leur produit est égal & (—1)" x (—1) = (—1)"*! et leur somme est égale & 0.

Exercice 15: Soit z € R\{—1;1}.

IO =@~ e

D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c,d € R tels que :

a b c d
-1 @12 T @rD) @

fz) =

Calcul de b & I'aide de f(z)(z — 1)? lorsque z tend vers 1 : b= L = 1.

(141)
Calcul de d & l'aide de f(z)(z + 1)? lorsque z tend vers —1 : d = (___11)2 =—1
En considérant lim xf(x), on obtient 0 = a + c.
r—r+00

En évaluant f en 0, on obtient 0 = —a+b+c+d= —a+ ¢ donc a =c=0.
La décomposition en éléments simples de f est donc :

1 1
_ 4 4
IO ==y T arry
Soit z € R\{0;2}.
5 4 3
z° +1 22+ 1 4z° +1
U i — —_— 2 —_— .,
9(x) x3(x — 2) x+x3(x—2) T +x3(:v—2)
D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c,d € R tels que :
b c d
g9(x) =

x—2
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Chapitre 14 - Correction des exercices 5

Calcul de ¢ & l'aide de g(x)z? lorsque z tend vers 0 : ¢ = —1.
Calcul de d a l'aide de g(x)(x — 2) lorsque z tend vers 2 : d = 252}L1 =

En considérant lim x(g(x) —x — 2), on obtient 4 = a + d donc a =
T—+00

ooLaj\&

En évaluant g en 1, on obtient -2 =1+2+4+a+b+c—d donc b = —%.
La décomposition en éléments simples de g est donc :

_1 _1 _ 1 33
494 8, T4, 73 8
g(x) =z + +x+x2+x3+x—2

Soit z € R.

o) 241 2?41 22+ 1
Xr) = = T T 37 37 . .
i+l (p-édi)z—e i)z —eT)(z—eT) (22+V22+1)(22— V22 +1)

D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c,d € R tels que :

ax +b . cx+d
(22422 +1) (22 —V2x+1)

h(z) =

En remettant sur le méme dénominateur, on obtient par identification des coefficients b + d = 1.

On a h(z) = h(—z) donc a = —c et b=d donc b=d = 3.

Par identification des coefficients, on obtient a = 0. La décomposition en éléments simples de h est donc :
1

1
x) = 2 2 .
M) (x2+\/§x+1)+(x2—\/§x+1)

n 1
Exercice 16: Pour tout n € N*, on pose : S, = .
POse 5 = 2 k4 (k1 2)

D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, ¢ € R tels que pour tout k € N* :

1 a b c

FE+DR+2) Kk k+l  kt2

,b=—1letc= % On a donc pour tout k € N*,

D=

On trouve g =

1 ;1 2

FE+DR+2) kR4l Ry2

Soit n € N*|
n
1
S —
" ;k(k+1)(/¢+2)

Ieml - 1 I 1
=52 5 X1t iae
k=1 k=1 k=1

1.1 1 18
= _ — — 4= —
2Lk k' 24~k
k=1 k=2 k=3
11 Lo, 1
2 4 2 n+l1 2n+1) 2(n+2)
1 1 1
=-— +
4 2(n+1) 2(n+2)

Donc lim S, = .
n—4oo
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Exercice 17:

1. D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c € R,

Frae a n b . c
LT
r—1 (z-1)2 =x-2
On détermine les coefficients a = —2, b = —1 et ¢ = 2. Donc
-2 -1 2
frx— + 5+

r—1 (z—-1)2 z-2

Donc une primitive de f est

1
F:zw— 721n(|x71|)+71+21n(]:1372\)
x_

2. D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a,b,c € R,

r  a n br +c
w—-1 -1 224z+1

g:.x—

On détermine les coefficients a = %, b= —% et c= % Donc

'_>1 1 n —x+1
ST =
g 3\z—1 224z+1

De plus, pour tout z € R,

—r+1 1 20+1 3 1 1 2+1 Ne
L1 3.2 ST i a1 V3 mae g
> 4+x+1 200+ +1 2(x+35)%43 222 +x+1 (\/§)+1

Donc une primitive de g est

1 1
G:xw— 3 (111(\30 —1|) — §ln(x2 +x +1) + V3 Arctan

)

Exercice 18: La fonction f : z — ﬁ est de classe € sur R\{—1;0;1} par quotient de fonctions de classe €

dont le dénominateur ne s’annule pas. On a, pour tout x € R\{—1;0;1}, f(z) =
Soit k € N, soit z € R\{—1;0;1},

F® () = ~(=D)"K! L1 < (—1)*k! (=1)kk!

2k 2 (= DR (z 4 1)RHL

1 1 1 1
—§+§(ﬁ+m>'

)

Exercice 19: Soit § €]0;7[. Le polynome X2 — 2X cos(d) + 1 a pour discriminant 4 cos?(f) — 4 < 0, donc
x + 22 — 2z cos(f) + 1 ne s’annule jamais et est une fonction polynomiale donc €°>°. On en déduit que

oo 1 B 1
= cos(0) +1 (v —el¥)(x — e 1)

est de classe €° sur R.
De plus, pour tout = € C\{el?;e 1},

1 a a

= + —ouae€cC

(x—ef)(x—e 1) x—elf z—e 1
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Chapitre 14 - Correction des exercices 7

Calcul de a en multipliant par (x — ew) puis en prenant la limite lorsque = tend vers €' : a = eigile_w = 2isiln(9)'

Donc, pour tout =z € R,
—i 1 1
J(@) = 2sin(6) <ac —elf - e—i9>

On en déduit que, pour tout n € N*, pour tout z € R,

—i < (—=1)"n! (—1)"n! > _ (—1)"*in! (x — e )+l — (g — elf)n !
(

7 — )t (g _ e-i0)ntl 2 sin(f) ! (2% — 2z cos(f) + 1)nt1

OE 2sin(6)

Or, pour tout n € N*, pour tout = € R,

n+1 n+1
(2 — e 0y _ (g — i)t — Z <”Z 1) (—1)Fe ik0nt1-k _ Z (”Z 1) (—1)Feik0 gtk

k=0 k=0
n+1
1
= —2i kz_o <n —IL_ ) (—1)* sin(k@)z" 1k

Conclusion :
n+1

n n+1 . a1l
(—1) +1n!k20< N >(—1)ksm(k9)x +i-k

sin(@i)(az2 — 2z cos(#) + 1)n+!

VneN* Ve eR, fM(z)=

Exercice 20: Cette fonction rationnelle admet comme pole simple les racines n-ieme de 1'unité. Soit x € C\U,,.

D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe (ag) ke{0,...n—1} € C" tels que :

I = ay,
" —1 _kzox_ei%%.
Soit k € {0,...,n — 1}, on détermine a;, & l’aide de x +— T évaluée en el’n" ap = ne_limff'
D’ou ) ) - eiz’“T"
" lzgkzox_eiz’%"
Si n est impair,
11 1 +2nzl cos(AT)z — 1
-1 n\z-1 P 22 — 2cos(5M)z 4+ 1
Si n est pair,
1111 +25§ cos(ET)z — 1
a'—1 nl\z-1 z+1 "4 22— 2cos(A)x 41
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Exercice 21:
1. Th =2XT) — Ty =2X%?—1et T3 =2XT, — T) =4X3 — 3X.

2. On le démontre par récurrence, a I’aide d’une récurrence double.

Vn € N*, P(n) : "deg(T,) = n et le coefficient dominant de T;, est 2717

e Initialisation: On a Ty = X et 75 = 2X2 — 1 donc P(1) et P(2) sont vraies.

e Hérédité: Soit n € N. Supposons que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
Thnyo =2XT,1 — T), donc deg(Th42) = deg(2X Thq1 — T)).
Or, par hypothese de récurrence et regle sur le degré d’un produit,
deg(2XT,4+1) =n+ 2 et deg(Ty,) = n.
Ces deux polynomes sont de degré différent donc deg(7},12) = max(deg(2XT541),deg(Ty,)) =n+ 2 et
le coefficient dominant de 7T},12 est celui de 2X 7,41 c’est-a-dire 2"t2  D’ou P(n + 2) est vraie.

e Conclusion: On a donc démontré que Vn € N*, deg(7},) = n et le coefficient dominant de T}, est 2771
3. On pose ’hypothese de récurrence pour n € N.
P(n) : "Vx € R, T, (cos(z)) = cos(nx)”
e Initialisation: On a Tp = 1 donc Vo € R, Ty(cos(z)) = 1 = cos(0z).

T; = X donc Vx € R, Ti(cos(z)) = cos(x) donc P(0) et P(1) sont vraies.

e Hérédité: Soit n € N. Supposons que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
Vo € R, Thia(cos(x)) = 2cos(x)Th41(cos(z)) — Ty (cos(x)). Par hypothese de récurrence,
Thr2(cos(z)) = 2 cos(z) cos((n + 1)x) — cos(nz) = cos((n + 2)z). donc P(n + 2) est vraie.

e Conclusion: On a donc la propriété souhaitée.
4. Soit n € N*. Soit x € R.
T, (cos(z)) =0 < cos(nzx) =0< Ik € Z, nx = g +hkne kel x=

2k +1 o
(2—1;L)7r pour k € [0,n — 1]]}

2k + 1)m
Donc les solutions de 1'équation T),(cos(x)) = 0 dans [0; 7] sont {

2k+1)m

5. Soit n € N*. Les nombres cos <( 5 ) pour k € [0,n — 1] sont tous distincts. On en donc trouvé les n
n

racines de T;,. D’ou

T, = 2”1ﬁ (X — cos <(2k;;1)7r)>
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